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Введение 

Матрицы Теплица важны как в теории, так и в практике. Например, 

известно, что огромный класс матриц подобен матрицам Теплица. 

Кроме того, это показывает, что каждая матрица является 

произведением Теплицевых матриц [1]. 

Матрица Теплица обозначается как jiij
ttT

, при 
nj,i1

, 

что означает, что все записи вдоль каждой из диагоналей одинаковы. 

Циркулянтная матрица C  – это Матрица Теплица, где каждая строка 

получена путем применения перестановки ( n…1,2 ) к предыдущей 

строке. Косая циркулянтная матрица S  отличается от циркулянтной 

матрицы C  только знаком в субдиагональных записях, т.е. 
ijij

cs
 когда 

ij
 и 

ijij
cs

 когда 
ij

. Матрица T  инвалютивна если IT
2

 и 

называется нильпотентом степени k если 0T
k

, но 0T
1k

. 

1. Произведение Теплицевых матриц над коммутативным 

кольцом 

Рассмотрим три различные бинарные операции: обычное 

матричное умножение, произведение Кронекера и Шура, обозначаемые 

соответственно AB , BA  и BA . За исключением произведения 

Шура множество Теплицевых матриц не замкнуто ни при обычном 

умножении матрицы ни при произведении Кронекера Мы 

охарактеризуем те пары Теплицевых матриц произведение которых 

относительно обычного умножения или произведения Кронекера. 

mailto:nikita.sipatrov@yandex.ru
mailto:nssavelyev01@ya.ru


 

2 

Следующая теорема дает характеристику в терминах обычного 

матричного умножения: 

Теорема 1.1. Если 
ji

A
 и 

ji
B

 являются двумя n x n 

Теплицевыми матрицами над коммутативным кольцом, то AB  является 

Теплицевой матрицей тогда и только тогда, когда следующая система 

уравнений из 
2

1n
с 

1n4
 переменными содержит: 

0
jnniji

, где i1 , 
1nj

 

Доказательство. Если мы установим ABС , то по формуле 

произведения получим: 

ijjnniji

1n

1k

n

1k

jkkijnnijijkkiji

n

1k

n

2k

)1j(kk)1i(ji)1j(kk)1i(1j1i

c

с

 

По определению C является Теплицевой матрицей тогда и только 

тогда, когда 
ij1j1i

cc
. Следовательно, C – матрица Теплица тогда и 

только тогда, когда 
0

jnniji , где i1 , 
1nj

. 

Ясно, что обратная произвольной несингулярной Теплицевой 

матрице не обязательно является Теплицевой. Однако следующее 

предложение показывает, как сохранение при инверсии по отношению к 

Теплицевой матрице связано с сохранением при умножении. Для 

матрицы над коммутативным кольцом мы можем вычислить 

коэффициенты полинома 
)x(p

A  многими различными путями, включая 

собственные значения матрицы или элементы матрицы. В частности, мы 

хотим использовать следующую формулу для вычисления 

коэффициентов [2]: 

)A(tr)1(x)x(p
mm

n

0m

mn

A
, 

где A
m  это 

th
m  exterior power of A . Кроме того, если характеристика 

коммутативного кольца равна 0, то известно, что )Cdet(
!m

1
Atr

m , 

где 
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Предложение 1.2. Для nn  обратимой матрицы Теплица i
A

 

над коммутативным кольцом, если каждое 
m

A  при 1n,,2m   

является матрицей Теплица, то тогда 
1

A  является теплицевой 

матрицей. Кроме того, если матрица Теплица рассматривается над 

кольцом нулевой характеристики, мы имеем 0

m)m
)A(nA(tr

, где 
1n

0k

1n

0k

1n

0k

kkkkk0

m

1m 2m 3m

3m2m2m1m1m
)A(  , 

0k
0

 и 
1n

0k
0

исчезает. 

Доказательство. По теореме Кайли-Хэмилтона 

)IcAcA(
)Adet(

)1(
A

1

2n

1n

1n

1n

1


, где каждый коэффициент mn
c

 

полинома может быть явно вычислен как сумма всех принципиальных 

миноров A  размера m . Кроме того, если матрица рассматривается над 

коммутативным кольцом нулевой характеристики, то мы имеем 

)Cdet(
!m

)1(
c

m

nm

. 

Теорема 1.3. Пусть i
A

 nn  Теплицева матрица и 
j

B
 

mm  Теплицева матрица над коммутативным кольцом. Матрица 
mnmn  BA  является Теплицевой тогда и только тогда, когда 

выполняется следующая система уравнений из 
)1n)(1m(2

 

уравнений с 
3)mn(2

 переменными: 

 

 

 

)()()()((

1...)()(

0

003)()()(

0...02)()(

001)(

231)

21

23

2

AtrAtrAtrAtrAtr

AtrAtr

mAtrAtrAtr

mAtrAtr

mAtr

C

mm

mm






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


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где 1n,2n,...,n2,n1i  и 01m,2m,...,m2,m1j
.
 

Доказательство. Что касается умножения Кронекера на две 

матрицы, то BA  состоит из 
2

n блоков матриц Теплица, и она 

является теплицевой тогда и только тогда, когда каждая из диагоналей 

)1nm2(
 имеет одинаковые записи, т.е. тогда и только тогда, когда для 

каждой диагонали, которая состоит из конкатенации диагоналей 

соседних блоков, записи согласуются друг с другом [3]. 

Представленные результаты используются в работах [4-10] при 

описании крипто-кодовых преобразований контроля и восстановления 

целостности данных.  

Заключение 

Матрицы Теплица применяются в различных задачах прикладной 

математики и техники таких как теория массового, обслуживания, 

обработка сигналов, анализ временных рядов интегральные уравнения и 

т д. Несмотря на то что Матрицы Теплица существуют уже давно, 

существует еще ряд открытых проблем касающихся  матриц теплица и 

их операторов. Один из них подсчет – числа инволюционных и 

нильпотентных Теплицевых матриц над конечным полем. В настоящей 

работе даны характеристики для пар Теплицевых матриц над 

коммутативным кольцом относительно обычного умножения или 

произведения Кронекера. 
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